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多转子系统振动分析的子结构耦合矩阵法
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摘 � � � 要: 提出了一种用于多转子耦合系统振动分析的建模方法.将耦合的多转子系统在耦合处分开, 把

耦合力作为单转子系统上的外力,利用集总参数法和节点的自由振动微分方程通式建立单转子系统的振动

方程.通过分析耦合部件作用在耦合节点上的力, 得到了多转子系统耦合部件的耦合矩阵;利用耦合矩阵将

单转子系统振动微分方程耦合在一起,建立了整个多转子系统的振动方程. 通过分析多转子系统的振动方

程,解出了多转子系统的固有频率、临界转速、幅频响应曲线、涡动轨迹等. 通过两个算例, 证实了多转子系统

振动分析的子结构耦合矩阵法是可行的,计算结果是可靠的.
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Abstract: A modeling method w as presented to analy ze the vibr at ion o f a mult i�ro to r
system . T he mult i�rotor system w as divided into single�rotor systems at the coupled parts.

The coupled forces w er e regarded as the external ex cit ing for ces for each sing le�rotor system .

The vibrat ion equat ions of the sing le�rotor system w er e derived f rom the lumped mass meth�
od and the vibrat ion equat ions of each node. The coupled matrix es of the mult i�rotor sy stem

w ere deduced fr om the expression o f the coupled forces. T he global vibrat ion equat ions of

the mult i�r otor system w ere established using the coupled matr ix es. The nature frequencies,

crit ical speeds, f requency amplitude diagram and whirling orbit etc. , w ere obtained by ana�
ly zing the global vibr at ion equat ions of the w ho le systems. Finally, the feasibility and the re�
liability of the subst ructure coupled matr ix method for v ibrat ion analy sis o f mult i�ro to r sys�
tem w ere pro ved though tw o numerical ex amples.
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� � 在航空发动机等特殊旋转机械中, 通常两个

或多个转子通过中介轴承耦合在一起, 形成复杂

的多转子系统
[ 1�2]

.各转子之间的耦合作用, 给转

子系统的振动分析带来很大的困难. 国内外学者

围绕求解多转子系统动力学问题提出了许多算

法:如子结构传递矩阵法、子结构模态综合法、传

递矩阵�阻抗耦合法、传递矩阵�分振型综合法、传
递矩阵�直接积分法以及这些算法的各种改进算
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法[ 2�11] .这些方法可以分为两大类:传递矩阵法和

模态综合法.传递矩阵法经常出现随节点数增加

精度降低或漏根等现象.模态综合法是一种近似

算法,并且其理论相对复杂
[ 2, 10]

,这在一定程度上

影响了其广泛应用. 鉴于此, 有必要针对复杂的

多转子系统的振动分析方法做进一步研究. 本

文在集总参数法和节点自由振动微分方程通

式
[ 12 ]
的基础上, 通过进一步研究提出了适于多

转子系统振动分析的子结构耦合矩阵法. 通过

两个算例, 验证了子结构耦合矩阵法的正确性

与可行性.

1 � 基本原理

1� 1 � 单个转子的振动方程

图 1所示为单转子集总参数模型.在该模型

中,转子离散化为由刚性圆盘和无质量弹性轴所

组成的轴盘系统,圆盘的中心作为节点.

图 1� 单转子集总参数模型

Fig. 1 � Lumped mass model o f a single roto r

如图 1所示,以多转子系统的公共轴心线为

z 轴建立总体坐标系O �xy z . lj 为第 j 个轴段的

长度; EI j 为第 j 个轴段的弯曲刚度; m j 和Jij ( i=

x , y , z )分别为节点 j 处惯性盘的质量和转动惯

量; d jik和 k j ik ( i, k= x , y )分别为轴承的阻尼和刚

度.在坐标系 O�xy z 中, 第 j 个节点的自由振动

方程通式[ 12] 可表示为
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其中M j 为质量矩阵; Cj 为等效阻尼矩阵; Dj 为

阻尼矩阵; Gj 为陀螺力矩阵; K
j
b 为刚度矩阵; K

j
s i

i= 1, 2, 3, 4 为节点 j 与前节点 (节点 j - 1)及

后节点 (节点 j + 1) 间的耦合关系矩阵; Xj =

x , y , ∀y , ∀x
T
j 为节点 j 的振动位移.

假设转子系统中转子 p 被划分为 n个节点,

且节点编号从 i+ 1到 i+ n. 根据式(1)转子 p的

自由振动方程可表示为

M
p
X
  

p+ C
p
X
 

p+ K
p
X

p= 0 (2)

式(2)中 X
p = X

T
i+ 1 , X

T
i+ 2 , !, X

T
i+ n

T
.

对于整个转子系统来说,转子之间的耦合力是

内力,但对单个转子来说是外力,并假设转子存在

其他外激振力,则转子 p受迫振动方程可表示为

M
p
X
  

p
+ C

p
X
 

p
+ K

p
X

p
= F

p
e- F

p
c (3)

式(3)中 F
p
e 表示转子 p 所受的广义激振力向量,

F
p
c 表示转子之间的耦合部件对转子 p 作用力

向量.

1� 2 � 耦合部件耦合力分析

假设两个单转子系统通过中介轴承耦合在一

起,两转子的耦合节点为 i , j (图 2) .

由于两节点相对运动, 中介轴承作用在节点

i上的耦合力 #Fi 为

#Fi= K couX i+ CcouX
 

i- KcouXj - CcouX
 

j (4)
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图 2� 中介轴承耦合力分析

F ig. 2� Analy sis of the coupled fo rce of

t he inter�shaft bearing

式( 4)中, #Fi = Fx , Fy , N y , N x
T
i , { Fx , Fy } i 表

示耦合轴承作用在节点 i 上 x , y 向的力, { N x ,

N y } i 表示耦合轴承作用在节点 i 上 x , y 向上的

力矩, Xi 和X j 分别表示节点 i , j 的振动位移.

Kcou =

k
c
xx k

c
xy 0 0

k
c
yx k

c
yy 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

,

Ccou=

d
c
xx d

c
xy 0 0

d
c
yx d

c
yy 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

k
c
∃%(∃, %= x , y )为中介轴承的刚度, d

c
∃%(∃, %= x , y )

为中介轴承的阻尼.

同理, 中介轴承作用在节点 j 上的耦合力

#Fj 为

#Fj = KcouX j + CcouX
 

j - KcouX i- CcouX
 

i (5)

式(5)中各符号的意义与式(4)相同.

1� 3 � 系统的振动方程

不失一般性,假设多转子系统由两个同轴转

子组成,并通过中介轴承耦合在一起,耦合节点为

i, j .首先将这个双转子系统使用集总参数法进行

离散,并将各节点按一定的次序的统一编号, 然后

根据式(3)分别获得转子 1和转子 2 的振动微分

方程.将这两个转子振动方程合并,可得扩展后的

双转子系统的振动方程
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其中 X和M 为整个系统的广义振动位移向量和

质量矩阵; C∀和K∀为过度阻尼矩阵和过度刚度矩

阵; Fe 和 Fc 为整个系统的广义激振力向量和耦

合力向量.

由式(4)、式(5)和以上论述可知

F
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则 Fc 可表示为

Fc= KcX+ Cc X
 

(7)
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Kc 和 Cc 就是整个多转子系统的耦合矩阵.

将式(7)代入式(6)并整理得

M X
  

+ CX
 

+ KX= Fe (8)

式(8)中 C= C∀+ Cc , K= K∀+ K c.

式(8)就是通过中介轴承耦合的双转子不平

衡响应振动方程.令激振力 Fe= 0,就可以得到双

转子系统的自由振动方程

MX
  

+ CX
 

+ KX= 0 (9)

当转子系统的转子多于两个时,可以将双转

子振动方程和耦合矩阵进行扩展, 以获得两个转

子以上的多转子耦合系统的振动方程.
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1� 4 � 固有特性分析方法

求解式(8)可得双转子系统的受迫振动响应,

而求解式(9) ,可得双转子系统的固有频率和振型.

设式(9)的第 j 阶特征值为 ∋j = uj + iv j , i=

- 1,则对应的对数衰减率为

(j = - 2)u j / v j

只有当对数衰减率大于 0时, 系统才是稳定

的[ 2�3, 12�13]
. v j 为转子系统的第 j 阶固有频率; 式

(9)第 j 阶特征向量则为转子系统的第 j 阶振型.

根据转子临界转速的定义, 当转子的转速与

该转速下转子系统的某阶固有频率相等时,此时

的转子转速就是转子系统的临界转速. 对于多转

子系统,每个转子都可能激起整个系统的共振,因

而如果系统中某一转子的转速与多转子系统的某

阶固有频率相等, 那么该转速就是多转子系统的

一个临界转速. 也就是说,在搜索临界转速时要通

盘考虑各转子的转速与多转子系统的固有频率.

2 � 算例 1

算例 1原始参数来自参考文献[ 2, 6] ,算例 1

被广泛引用,经常被人们用来验证其所研究方法

的正确性.如图 3所示,算例 1为一具有两个中介

支点的双转子无阻尼轴对称系统.

图 3� 双转子无阻尼轴对称系统计算模型

Fig . 3 � Calculating model of an ax ial symmetry

dual�ro tor sy stem wit hout damping

图 3所示的双转子系统结构参数详见参考文

献[ 2, 6] . 文献[ 6]给出了在转子 1转速为 994� 88
rad/ s 和转子 2转速为 1 361� 36 r ad/ s时,该双转

子系统前 32 阶固有频率, 本文方法可以计算前

4n( n为系统划分的全部节点数)阶固有频率和临

界转速.为了节约篇幅,表 1中只给出转子系统前

12阶固有频率.

本文所有的数据和图形都是利用 Matlab 语

言编写的程序求解得到的.

文献[ 2]分别给出了转子 2 和转子 1速比为

1� 37的条件下的转子 1和转子 2 分别激起的前

三阶正向涡动临界转速. 根据工程需求,搜索临界

转速的步长为 1时已经足够精确. 在与文献[ 2]同

样的条件下,利用本文方法搜索相应的临界转速,

并把计算结果和文献[ 2]计算结果及相对误差放

在表 2中一并给出.

表 1 � 固有频率计算结果与精确解对比

Table 1 � Comparison between the calculated results

and the precise nature f requencies

固有频率/ ( rad/ s)

本文方法 精确解[6]
相对误差/ %

174� 766 174� 716 0. 029

400. 881 400. 436 0. 111

518� 721 518� 674 0. 009

633� 387 632� 988 0. 063

894� 070 894� 410 0. 038

1 349� 688 1 349� 958 0. 020

1 397� 279 1 397� 403 0. 009

1 433� 454 1 432� 092 0. 095

1 805� 406 1 805� 751 0. 019

1 829� 199 1 829� 741 0. 030

1 867� 949 1 868� 237 0. 015

2 117� 154 2 119� 298 0. 101

表 2 � 临界转速计算结果对比

Table 2� Comparison of the calculated results of

critical speeds

临界转速/ ( rad/ s)

本文方法 � 文献[ 2]
相对误差/ %

319 319� 254 0. 19

转子 1 881 863� 954 2� 02

1 510 1 459� 262 3� 52
307 291� 193 5� 69

转子 2 847 835� 546 1� 41
1 446 1 437� 395 0. 63

这里需要强调的是, 算例 1 中的原始结构参

数中,很多节点只有质量没有直径转动惯量,直径

转动惯量为零,必然会导致质量方阵奇异.解决这

一问题最简单方法是用一个较小量代替零值. 根

据对算例 1的试算, 当这一较小量小于结构参数

中最小直径转动惯量 2个数量级时, 所求固有频

率与精确解误差值低于 0. 5% .表 1 和表 2中的

计算结果是在将直径转动惯量为零节点的直径转

动惯量取为 0. 000 1 kg  m2 的条件下求得的.

通过分析表 1 和表 2, 可以看出子结构耦合

矩阵法在求解转子系统的固有频率和临界转速时
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是十分有效的. 文献[ 11]也对这一算例使用改进

整体传递矩阵法计算临界转速, 所得结果与本文

方法所求临界转速, 最大相对误差小于 0. 5% .这

也就进一部证实了子结构耦合矩阵法的可靠性.

3 � 算例 2

如图 4 所示,算例 2为具有一个中介轴承的

轴对称双转子系统, 系统中所有的轴承都具有轴

对称刚度和轴对称阻尼.该转子系统详细结构参

数见文献[ 6]中表 3,轴承参数见文献[ 6]中表 5�

图 4 � 具有一个中介支点的双转子系统计算模型

F ig . 4 � Ca lculating model of a dua l�ro tor system

w ith an inter�shaft bear ing

文献[ 6]分别给出了采用阻抗耦合法和分振

型综合法求出的系统特征值. 这两种方法计算的

结果非常接近, 在表 3 中只给出了阻抗耦合法和

本文方法的计算结果.

表 3 � 双转子系统特征值计算对比

Table 3 � Comparison of the calculated eigenvalues of

the twin spool system

本文方法

特征值

阻抗耦合法[6]

特征值

- 1� 991 + i469� 438 - 1� 994 + i469� 504

- 14� 590 + i728� 730 - 14� 593 + i728� 893

- 114� 013 + i1423� 762 - 113� 990 + i1423� 95

- 107� 710 + i2173� 914 - 107� 810 + i2174� 773

- 63� 082 + i2336� 573 - 63� 300 + i2336� 53

- 171� 953 + i2564� 495 - 171� 645 + i2564� 25

- 71� 254 + i3013� 919 - 70. 930 + i3015� 18

- 262� 263 + i4332� 280 - 261� 960 + i4333� 528

- 63� 056 + i5652� 806 - 62� 940 + i5654� 81

由表 3可以看出,采用本文方法所求的转子

系统特征值的实部和虚部相对阻抗耦合法计算的

结果, 误差都小于 0. 5%. 由前所述, 系统特征值

的实部为振动衰减指数,而虚部为系统的固有频

率.综上可知, 使用子结构耦合矩阵法, 不论是求

解有阻尼多转子系统的固有特性, 还是通过系统

特征值判定系统的稳定性都是十分有效的.

通过分析关键节点的幅频响应曲线, 可以帮

助分析转子系统的最佳工作区间, 因而有必要研

究转子系统的幅频响应曲线. 假设转子 2与转子

1的转速比值保持 1� 37恒定不变,并假设在节点

5上存在不平衡量 1� 5 # 10- 6 kg  m. 为节约篇

幅,这里只给出节点 9的幅频响应曲线(图 5) .图

5中 Am 表示振幅, �1 表示转子 1的转速.

图 5 � 节点 9 的幅频响应

F ig. 5� Amplitude and fr equency r esponse of

the ninth node

分析系统关键节点的涡动轨迹,可以帮助了解

转子系统的运行状况,并可用于判断转子是否会发

生碰摩等,因而研究转子的涡动轨迹是十分必要

的.假设各轴承 x 向的刚度增加一倍, 其他结构参

数不变;除节点 8外,别的节点都没有不平衡量. 则

当节点 8 上的不平衡量为1� 5 # 10- 6 kg m时, 节

点 5的涡动轨迹如图 6所示.

图 6� 节点 5涡动轨迹

F ig. 6� Whirling o rbit o f the fifth node

由图 6可知,由于中介轴承的耦合作用,作用

在转子 2节点 8上的不平衡激振力, 激起了转子
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1节点 5的振动.

4 � 结 � 论

本文系统论述了多转子耦合系统振动分析的

子结构耦合矩阵法, 并通过两个算例证实了该方

法的可行性与可靠性,得到如下结论:

1) 将多转子系统在耦合处分开, 将耦合力作

为单个转子系统的外力,并利用节点自由振动微

分方程通式,建立单个转子系统的振动方程.

2) 通过分析耦合部件对耦合节点的作用力,

建立耦合部件的耦合矩阵;利用耦合矩阵将单个

转子的振动方程耦合起来,建立整个多转子系统

的振动微分方程.

3) 通过求解多转子系统的振动微分方程,可

以获得转子系统的固有频率、临界转速、幅频响应

曲线、涡动轨迹等.

4) 两个算例表明,多转子振动分析的子结构

耦合矩阵法是可行的,计算结果是可靠的.
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